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導入

基数不変量は最小の不可算濃度 ℵ1 と 連続体濃度 c = 2ℵ0 = |R| の間にある基数である.

定義 1

add(N ) は 実数上の測度零集合が初めて和集合について閉じなくなる最小のサイズである.

add(N ) = min{κ ; ∃A ∈ [N ]κ
∪

A ̸∈ N}

cov(N ) は実数上の測度零集合の和集合で実数全体を覆うことができる最小のサイズである.

cov(N ) = min{κ ; ∃A ∈ [N ]κ
∪

A = R}

ここで, N は実数上のルベーグ零集合全体の集まりである.

定理 2

ℵ1 ≤ add(N ) ≤ cov(N ) ≤ c が成立する.
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導入

定理 3 (Cichoń の図式)

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d

ここで 「→」 は 「≤」 を示す.
特に add(M) = min{cov(M), b} と cof(M) = max{non(M), d} が成立する.
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導入

Cohenモデルでは次のように値が決定されている:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

dℵ1 ℵ2
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導入

Hechlerモデルでは次のように値が決定されている:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

dℵ1 ℵ2
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導入

定理 4 (Bartoszyński and Judah [1])

以下の分離をみたすモデルが存在する:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

dℵ1 ℵ2
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導入

定理 5 (Cichoń’s maximum. Goldstern, Kellner,Mej́ıa, Shelah [5, 4])

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 << λ4 < λ3 < λ2 < λ1 にさらなる基数計算の仮定をすると, 拡大モデル
で次を強制する強制半順序が存在する:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d

θ1

θ2

θ3

θ4

λ4

λ3

λ2

λ1
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関係システム

定義 6

R = ⟨X,Y,<⟩ が関係システムであるとは, X,Y が集合で, < が X × Y 上の二項関係であ
る. 関係システム R に対して 2つの基数 (不変量)が定義できる:

• b(R) = min{κ ; ∃A ∈ [X]κ∀y ∈ Y ∃x ∈ A ¬ x < y},
• d(R) = min{κ ; ∃B ∈ [Y ]κ∀x ∈ X∃y ∈ B x < y}.

この関係システムを用いることで, 多くの基数不変量が表現可能である.

例 7

• N = (N ,N ,⊂) に対して, b(N ) = add(N ) と d(N ) = cof(N ) となる.

• [X]<θ = ([X]<θ, [X]<θ,⊂) に対して, b([X]<θ) = θ と d([X]<θ) = |X| となる.

• C[X]<θ = (X, [X]<θ,∈) に対して, b(C[X]<θ) = θ と d(C[X]<θ) = |X|
θ は不可算正則基数であり, |X| > θ と |X|<θ = |X| を仮定している.
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関係システム

定義 8

2つの関係システム R = ⟨X,Y,<⟩ と S = ⟨A,B, ▷⟩ に対して, R ⪯ S (Tukey connection) が
成り立つとは, 2つの函数 φ : X → A と ψ : B → Y が存在して, φ(x) ▷ b ならば x < ψ(b)
がすべての x ∈ X と b ∈ B に対して成立することである.

x ψ(b)

φ(x) b

R

S

φ ψ

A B

X Y

φ(x) ▷ b

x < ψ(b)
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関係システム

定義 8
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R

S
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A B
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関係システム

定理 9

関係システムの間に関係 R ⪯ S が成り立つとき, 次が成立する:

b(S) ≤ b(R) d(R) ≤ d(S)

特に, R ∼= C[|X|]<θ が成立するとき, 次が成立する:

b(R) = θ d(R) = |X|

基数不変量を同時分離するときは, FS-反復強制法で Tukey同値を強制すればよい.
よく知られた方法として, 次が存在する.

• C[|X|]<θ ⪯ R を強制する方法として goodness argument

• R ⪯ C[|X|]<θ を強制する手法として bookkeeping argument
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Goodness argument
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Goodness argument

強制法とは, 強制半順序 P を用いて 新しい ZFCのモデル V [P] を作る手段である. このとき,
V ⊂ V [P] であり, 特に P に依ったジェネリックフィルター G は V には存在しないが V [G]
に存在する集合であり, V [G] は V ⊂ V [G] と G ∈ V [P] も満たす最小の ZFCモデルである.

定義 10

強制半順序 P と関係システム R = ⟨X,Y,<⟩, 不可算正則基数 θ に対して, P が θ-R-good
であるとは, すべての Y の元の P-名前 ẏ に対して ある <θ-サイズの H ⊂ Y が存在して次
を満たす:

∀x ∈ X (∀y ∈ H ¬ x < y) =⇒ ⊩ ¬ x < ẏ

特に, θ = ℵ1 のときは ℵ1-R-good を単に R-good という.

定理 11

強制半順序 P と不可算正則基数 θ に対して, |P| < θ であれば 任意の関係システム R に対
して, P は θ-R-good である.
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Goodness argument

定理 12

Cichonの図式に現れる基数不変量は Lc∗, Cn, ωω, Mg の 4つの関係システムで書き表すこ
とが出来る.

ℵ1

c

b(Lc∗) add(M) d(Cn)

b(Mg)

b(ωω)

b(Cn)

d(Mg)

d(Lc∗)cof(M)

d(ωω)

ここで, add(M) = min{b, cov(M)} = min{b(ωω), d(Mg)} と
cof(M) = max{d,non(M)} = max{d(ωω), b(Mg)} が成立している.
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Goodness argument

目標:Goodness argument を活用して次を示す:

ℵ1

c

b(Lc∗) add(M) d(Cn)

b(Mg)

b(ωω)

b(Cn)

d(Mg)

d(Lc∗)cof(M)

d(ωω)

≤θ1

≤θ2

≤θ3

≤ν

ℵ1 < θ1 < θ2 < θ3 < ν.
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Goodness argument

定理 13

B と D について次の性質が成り立つ:

• B は Lc∗-good, より一般に B の subalgebra は Lc∗-good である. (Kamburelis [8])

• D は Cn-good, より一般に µ-centred ならば µ+-Cn-good である. (see [2])

• D は Lc∗-good, より一般に µ-centred ならば µ+-Lc∗-good である. (see [2, 7])

˙LOCNξ ˙BNξ ˙DNξ

size of Ṅξ <θ1 <θ2 <θ3

κ-Lc∗-good θ1 ℵ1 ℵ1

κ-Cn-good θ1 θ2 ℵ1

κ-ωω-good θ1 θ2 θ3

ここで, Ṅξ は ZFCのサイズ <θi の推移的モデルの Pξ-名前.
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Goodness argument

定理 14 (Fuchino and Mej́ıa)

θ を正則基数. P = ⟨(Pξ, Q̇ξ) ; ξ < ν⟩ を FS-反復強制法で各 Qξ が θ-cc かつ θ-R-good であ
るとする. このとき, C[ν]<θ ⪯ R が成立する.

よって, 下の表にある強制概念を用いて作られた FS-反復強制法は C[ν]<θ1 ⪯ Lc∗,

C[ν]<θ3 ⪯ Cn, C[ν]<θ3 ⪯ ωω が成立する:

˙LOCNξ ˙BNξ ˙DNξ

size of Ṅξ <θ1 <θ2 <θ3

κ-Lc∗-good θ1 ℵ1 ℵ1

κ-Cn-good θ1 θ2 ℵ1

κ-ωω-good θ1 θ2 θ3
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Goodness argument

定理 15 (Miller [9])

E は Lc∗, Cn, ωω それぞれに関して good である.
特に次が成立する:

˙LOCNξ ˙BNξ ˙DNξ Ė
size of Ṅξ <θ1 <θ2 <θ3 −
κ-Lc∗-good θ1 ℵ1 ℵ1 ℵ1

κ-Cn-good θ1 θ2 ℵ1 ℵ1

κ-ωω-good θ1 θ2 θ3 ℵ1
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Bookkeeping argument

1 導入

2 関係システム

3 Goodness argument

4 Bookkeeping argument

5 まとめと今後の展望
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Bookkeeping argument

定義 16

関係システム R = ⟨A,B,<⟩ に対して, 強制概念 P に対して ẋ が R-dominating 対象 (実数)
であるとは:

⊩ ∀a ∈ A ∩ V a < ẋ

を満たすことである. つまり, 次が成立するということである.

V [P] |= ∀a ∈ A ∩ V a < x

特に 部分集合 H ⊂ A に対して, ẋ が H 上の R-dominating 対象であるとは, 次を満たすこ
とである:

⊩ ∀a ∈ H ∩ V a < ẋ

再掲
b(R) = min{κ ; ∃X ∈ [A]κ∀b ∈ B∃a ∈ X ¬ a < b}
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Bookkeeping argument

定理 17 (bookkeeping argument. (Cardona and Mej́ıa [3]))

関係システム R = ⟨A,B,<⟩ と 不可算正則基数 θ と FS-反復強制概念
P = ⟨(Pξ, Q̇ξ) ; ξ < ν⟩ の各ステージが θ-cc で cf(ν) ≥ θ を満たすとする.
このとき, 任意の ξ < ν と H ∈ [A]<θ ∩ Vξ に対して ある η ≥ ξ が存在して, 次を満たす
とき,

Q̇η は H 上の R-dominating 対象を追加する
Pν は R ⪯ C[X]<θ

∼= C[X]<θ∩V を強制する.

この定理において, 任意の ξ と H ∈ [A]<θ ∩ Vξ に対して, 適切なタイミングで所望する Q̇η

が現れるようにする仕組みを bookkeeping argument と呼ぶ.

ξ η ν
H Q̇η
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Bookkeeping argument

定理 18

• LOC は Lc∗-dominating 対象を追加する.

• B は Cn-dominating 対象を追加する.

• D は ωω-dominating 実数を追加する.

• E は Mg-dominating 実数を追加する.

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 < θ5 と ν = θ5 · θ4 に対して, ν を C0, C1, C2, C3 を 4つに分割し,FS-反
復強制概念 P = ⟨(Pξ, Q̇ξ) ; ξ < ν⟩ を次で定める:

Q̇ξ =


Ė if ξ ∈ C0

˙LOCNξ if ξ ∈ C1
˙BNξ if ξ ∈ C2
˙DNξ if ξ ∈ C3

ここで, Ṅξ は ZFCのサイズ <θi の推移的モデルの Pξ-名前である. (ξ ∈ Ci のとき)
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Bookkeeping argument

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 < θ5 と ν = θ5 · θ4 に対して, ν を C0, C1, C2, C3 を 4つに分割し,FS-反
復強制概念 P = ⟨(Pξ, Q̇ξ) ; ξ < ν⟩ を次で定める:

Q̇ξ =


Ė if ξ ∈ C0

˙LOCNξ if ξ ∈ C1
˙BNξ if ξ ∈ C2
˙DNξ if ξ ∈ C3

ここで, Ṅξ は ZFCのサイズ <θi の推移的モデルの Pξ-名前である. (ξ ∈ Ci のとき)

加えて, C1,C2,C3 はそれぞれ Lc∗, Cn, ωω に対して bookkeeping の仮定を満たすように選択
する.
このようにすれば, P は次の 3つを強制することが出来る:

• Lc∗ ∼= C[|R|]<θ1 ,

• Cn ∼= C[|R|]<θ2 ,

• ωω ∼= C[|R|]<θ3
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Bookkeeping argument

特に, 長さ ν の ccc強制概念を用いた FS-反復強制法では ⊩ c = |ν| = θ5 となる.
また, E は cf(ν)-回登場しているならば, b(Mg) = d(Mg) = cf(ν) = θ4 が成立することが知
られている. (Cardona and Mej́ıa [3])
従って, P は次の分離を実現するモデルを構成可能である:

ℵ1

c

b(Lc∗) add(M) d(Cn)

b(Mg)

b(ωω)

b(Cn)

d(Mg)

d(Lc∗)cof(M)

d(ωω)

θ1

θ2

θ3

θ4

θ5
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まとめと今後の展望

定理 19 (Goldstern, Kellner,Mej́ıa, Shelah [6, 5])

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 < θ5 にいくつかの基数計算の仮定をすると, 拡大モデルで次を強制する
強制半順序が存在する:(bookkeeping と goodnessのみで証明できるかは未解決である)

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d

θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

野呂秀貴 (神戸大学) 基数不変量を同時に分離するには 令和 8年 1月 10日 27 / 32



まとめと今後の展望

定理 20 (Yamazoe [10])

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 < θ5 < θ6 にいくつかの基数計算の仮定をすると, 拡大モデルで次を強制
する強制半順序が存在する:(bookkeeping と goodnessのみで証明できるかは未解決である)

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d
e

θ1

θ2

θ3

θ4
θ5

θ6
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まとめと今後の展望

再掲 Cichoń’s maximum. Goldstern, Kellner,Mej́ıa, Shelah [5, 4]

θ1 < θ2 < θ3 < θ4 << λ4 < λ3 < λ2 < λ1 にさらなる基数計算の仮定をすると, 拡大モデル
で次を強制する強制半順序が存在する:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d

θ1

θ2

θ3

θ4

λ4

λ3

λ2

λ1

野呂秀貴 (神戸大学) 基数不変量を同時に分離するには 令和 8年 1月 10日 29 / 32



まとめと今後の展望

問題 21

• S ⪯ R かつ P が S-good ならば b(R) ≤ b(S) を上から評価可能である:
• 同じ仮定から R-good を導くために必要な条件はどのようなものがあるのか?

• 異なる分離方法は存在するのか?
• 次のような分離は可能であるか:

ℵ1

c

add(N ) add(M) non(N )

non(M)

b

cov(N )

cov(M)

cof(N )cof(M)

d

θ1

θ2

θ3

θ4 θ5

θ6

θ7

θ8
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