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導入

定義 1

集合 ⟨P,≤P, 1⟩ が強制半順序 (forcing poset)であるとは,

• ≤P は P 上の推移的反射的順序である, q ≤P p のとき, q は p の拡大 (extension)という.

• 1 は P の元であり, ≤P 上の極大限である. すなわち, 任意の p について p ≤P 1 である.

D ⊂ P が稠密 (dense) であるとは,

∀p ∈ P∃q ∈ D q ≤P p

G ⊂ P がフィルター (filter)であるとは,

• ∀p, q ∈ G∃r ∈ G r ≤P p, q,

• ∀p ∈ P∀q ∈ G q ≤P p =⇒ p ∈ G,

特に, P の任意の稠密部分集合 D を交わりを持つようなフィルター G を P のジェネリック
フィルター (generic filter) という.
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導入

強制法とは:

強制拡大 (forcing extension) とはグランドモデル V 上に存在する P に対して V に存在しな
いジェネリックフィルター G が存在する拡大モデル V [G]( ⊃ V, {G}) を構成する手法で
ある.

例 2 (Random 強制法,Solovay[Sol70] (or see[Jec03]))

ランダム強制法 (Random forcing) P とは,

• P = {A ; A は [0, 1] のルベーグ正測度部分集合.},
• ≤P=⊂, 1 = [0, 1].

特に, 各 n ∈ ω について, Dn = {A ∈ P ; Lb(A) < 2−(n+1)} は稠密である:

定理 3 (Solovay[Sol70])

もし, ランダム半順序に対してジェネリックフィルター G が存在すれば, ある点 r ∈ [0, 1]
が存在し, {r} = ∩G である. この r をランダム実数 (Random real)と呼ぶ.
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ℵ1 上の組み合わせ論

定義 4

部分集合 A ⊂ P が反鎖 (antichain)であるとは, 任意の 2 元 p, q ∈ A に対して, r ≤ p, q を満
たす r ∈ P が存在しない ときである.
P が 可算鎖条件 (countable chain condition, ccc) を満たすとは，任意の反鎖が高々加算集合
であるときまたその限りである.
自然数 n ∈ ω に対して，P が n-Knaster 性 をもつとは，任意の A ⊆ P に対して, |A| = ℵ1

ならば ある ℵ1-サイズの部分集合 B ⊆ A が存在し, 任意の b0, · · · , bn−1 ∈ B に対して,
b ≤ bi(∀i) を満たす b ∈ P が存在するときである.
A ⊂ P が centred であるとは, 任意有限個の ai ∈ A に対して, p ≤P ai for all i をみたす
p ∈ P が存在するときである. P が centred の可算和集合になるとき P を σ-centred という.

事実 5

• n+ 1-Knaster ならば n-Knaster である. • n-Knaster ならば ccc である.
• σ-centerd ならば 任意の n に対して n-Knaster である.

• ランダム強制法は任意の n ∈ ω に対して n-Knaster だが, σ-centred ではない.
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ℵ1 上の組み合わせ論

定義 6 (Martin and Solovay[MS70])

P を ccc 強制半順序とし, κ を基数とする.
MA(κ)(κ-Martin Axiom) とは, P の稠密部分集合からなる集合族 D に対して |D| ≤ κ なら
ば あるフィルター G が存在し 全ての D ∈ D を交わりをもつ.特に, MA(c) は ZFC 上で不
成立である. MA は MA(κ) が 任意の κ < c に対して成立するという主張である.

定義 7

自然数 n ≥ 2 に対して，Kn とは次のような主張である:

任意の ccc 強制半順序は n-Knaster である.

事実 8 (Solovay and Tennenbaum)

• ZFC |=MA(ℵ0).

• MA(ℵ1) ならば任意の n について Kn が成立する.
• ZFC+CH |=MA. • Con(ZFC+¬CH+MA).
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ℵ1 上の組み合わせ論

定義 9 (ccc-分割, Todorčević [Tod89])

集合 A と基数 κ に対して, [A]κ を A の κ-元部分集合の族とする.

• K0 ⊂ [ω1]
n に対して, 部分集合 A ⊂ ω1 が K0-homogeneousであるとは, [A]n ∈ K0 で

あるときである.
• 分割 [ω1]

n = K0 ∪̇ K1 に対して, K0 が ccc partition であるとは, 不可算個の有限
K0-homogeneous sets Hξ, ξ ∈ ω1, に対して, ある Hξ,Hη が存在して, Hξ ∪Hη もまた
K0-homogeneous であるときである. これは次の強制半順序が ccc であることと同じで
ある.

• P = {H ; H は有限 K0-homogenesous set},
• ≤P = ⊃

定義 10 (Todorčević [Tod89])

自然数 n に対して, K′
n とは次のような主張である:

任意の ccc-分割 K0 ∪̇ K1 = [ω1]
n に対して, 不可算な K0-homogeneous 集合が存在する.
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ℵ1 上の組み合わせ論

定理 11 (Yorioka [Yor19], Devlin and Shelah[DS78])

MA(ℵ1) の断片 (Todorčević fragment) として次のような関係がある.

MA(ℵ1) Kn · · · K4 K3 K2 ¬CH

K′
n · · · K′

4 K′
3 K′

2

EATCSP U(club) 2ℵ0 = 2ℵ1 U(stat)
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実数上の組み合わせ論

概要.

実数上の組み合わせ論とは, ℵ1 と 実数の濃度 c の間の基数 (基数不変量, cardinal invariants)
の大小関係に関する研究である.[Bla10] や [CM22], [GKMS21] などを参考にするとよい.

定義 12

マーティン数 (Martin number) は m = min{κ ; ¬MA(κ)} により定まる基数不変量である:

定義 13

N を [0, 1] 区間上のルベーグ零集合の集まりとする. このとき次が成立する.

• 任意の可算個の Ni ∈ N に対して, ∪{Ni ; i ∈ ω} ∈ N である (σ-代数性),

• ある連続体濃度個の Nξ ∈ N が存在し, ∪{Nξ ; ξ < c} は測度 0 でない.

この事実より, 次のような基数を考えれば, ℵ1 ≤ add(N ) ≤ c である.

add(N ) = min{κ ; ∀Ω ∈ [N ]κ ∪Ω ̸∈ N}
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実数上の組み合わせ論

例 14 (Cichoń’s-Blass diagram, Blass[Bla10])

次のように様々な基数不変量が定義され, ZFC上で大小関係が定まっている.
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実数上の組み合わせ論

定義 15

集合族 F ⊂ [ω]ω が SFIP( strongly finite intersection property) を持つとは, F の任意有限部
分集合族は無限共通部分集合ともつことである. また, F の 偽共通部分 (pseudointersection)
とは集合 A ∈ [ω]ω ですべての B ∈ F に対して, A \B は有限集合である.

p = min{κ ; ∃F ⊂ [ω]ω |F| = κ ∧ F は SFIPをもつ ∧偽共通部分を持たない.}

定理 16 (Bell [Bel81])

• ℵ1 ≤ p ≤ c,

• p = min{κ ; ¬MA(κ, σ-centred)}.
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ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

定理 17 ([Moo00, Tod91])

K′
3 implies add(N ) > ℵ1.

定理 18 ([Tod86, Yor08])

K′
2 implies b > ℵ1.

定義 19

ω → ω の函数全体の集まりを ωω とする. unbounded number は次で与えられる基数不変量
である:

b = min{κ ; ∃F ∈ [ωω]κ∀x ∈ ωω∃y ∈ F ¬ y ≤∗ x}

ここで, y ≤∗ x は ∃N ∈ ω∀n ∈ ω \N y(n) ≤ x(n), であり 有限個を除いたすべての点で
y(n) ≤ x(n) ということである.
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ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

Proof.

K′
2 と b = ℵ1 を仮定し矛盾を導くことで証明をする. F = {fξ ; ξ ∈ ω1} ⊂ ωω を次を満たす
函数族とする:

1 各 fξ は単調増加函数, 2 ξ ≤ η ならば fξ ≤∗ fη,

3 任意の x ∈ ωω に対して ある f ∈ F が存在し, ¬ f ≤∗ x である.

K0 ⊂ [ω1]
2 を次で定義する:

{f, g} ∈ K0 iff f(n) < g(n) と g(n) < f(n) を満たすような n がそれぞれ存在する.

3 より, K0 は ccc-分割であることが示される (割愛). H を ω1-サイズ K0-homogeneous と
する.
もし, ある f, g ∈ H が存在し, f ≤ g を満たすとすれば, {f, g} ∈ K0 に反するので矛盾を
孕む.
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ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

Proof.

ある f, g ∈ H が存在し, f ≤ g であることを示す.
H = {fξ ; ξ ∈ ω1} を ≤∗−上昇列となるように列挙する.
ある γ ∈ ω1, A ∈ [ω1 \ γ]ω1 , n0 ∈ ω と σ ∈ n0ω が存在し次を満たす:

4 任意の ξ ∈ ω1 と n ∈ ω に対して, ある η ∈ γ が存在し, fξ|n ⊂ fη,

5 任意の ξ ∈ A と n ∈ ω \ n0 に対して, σ = fξ|n0 fγ(n) ≤ fξ(n) である.
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Proof.

ある f, g ∈ H が存在し, f ≤ g であることを示す.
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ある γ ∈ ω1, A ∈ [ω1 \ γ]ω1 , n0 ∈ ω と σ ∈ n0ω が存在し次を満たす:

4 任意の ξ ∈ ω1 と n ∈ ω に対して, ある η ∈ γ が存在し, fξ|n ⊂ fη,

5 任意の ξ ∈ A と n ∈ ω \ n0 に対して, σ = fξ|n0 fγ(n) ≤ fξ(n) である.

実際, Ω = {fξ|n ; ξ ∈ ω1 ∧ n ∈ ω} は可算集合であるので, 4 を満たすような γ が存在する.
また, 各 ξ > γ に対して ある nξ が存在し, fγ(m) ≤ fξ(m) for all m ∈ ω \ nξ を満たすので,
5 を満たすような A, n0, σ が選択できる.
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ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

Proof.

ある f, g ∈ H が存在し, f ≤ g であることを示す.
H = {fξ ; ξ ∈ ω1} を ≤∗−上昇列となるように列挙する.
ある γ ∈ ω1, A ∈ [ω1 \ γ]ω1 , n0 ∈ ω と σ ∈ n0ω が存在し次を満たす:

4 任意の ξ ∈ ω1 と n ∈ ω に対して, ある η ∈ γ が存在し, fξ|n ⊂ fη,

5 任意の ξ ∈ A と n ∈ ω \ n0 に対して, σ = fξ|n0 fγ(n) ≤ fξ(n) である.

n1 を {fξ(n) ; ξ ∈ A} ⊂ ω は無限集合となる最小の n とする. このとき, ある増加列
⟨βi ; i ∈ ω⟩ が存在して, {fβi

(n1) ; i ∈ ω} は無限集合である.
σ ⊂ fα を満たす α ∈ γ を固定する. n2 > n1 を fα(n) ≤ fγ(n) for n ∈ ω \ n2 を満たすよう
にとり, i ∈ ω を fβi

(n1) ≥ fα(n2) を満たすようにとる. このとき, 次を満たす.

• n ∈ n1 のときは fα(n) = σ(n) = fβi
(n),

• n ∈ [n1, n2) のときは fα(n) ≤ fα(n2) ≤ fβi
(n1) ≤ fβi

(n),

• n ∈ ω \ n2 のときは fα(n) ≤ fγ(n) ≤ fβi
(n).
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ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

Proof.

次が成立している:� �
• 各 fξ は ≤-上昇函数である,

• n0 ≤ n1 ≤ n2 である,

• σ ⊂ fα, fβi
である,

• fα(n2) ≤ fβi
(n1) である,

• fγ(n) ≤ fβi
(n) がすべての n ≥ n1

でなりたつ.

• fα(n) ≤ fγ(n) がすべての n ≥ n2

でなりたつ,� �
よって, fα(n) ≤ fβi

(n) がすべての n ∈ ω に
対して成り立つ. 0 ω

ω

n1 n2

σ

fγ

fα

fβi

野呂秀貴 (神戸大学) 無限の組み合わせ論について 令和 7年 10月 16日 17 / 21



ℵ1 上と実数上の組み合わせ論の関係性

問題 20

• K′
3 は g > ℵ1 を導くのか? またはより強く p > ℵ1 を導くのか?,

• U(club) は b > ℵ1 を導くのか? またはより弱く d > ℵ1 なら導けるのか,

• K′
2 は vunb > ℵ1 を導くのか?
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