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復習

復習 1

Lebesgue測度 0 の集合で実数全体を覆うにはどのくらい必要か?

可算個の組み合わせで覆うことはあり得るか?

ムリ. 絶対ムリ.

連続体濃度の組み合わせで覆うことはあり得るか?

出来うる. 一点集合からなる集まりを考えればよい.

そのような, 個数の中で最小な個数 (基数)を cov(N ) と呼び. ℵ1 ≤ cov(N ) ≤ c = 2ℵ0 で
あった.

復習 2

b(R) = ∩{κ ; ∃D ∈ [ωω]κ∀b ∈ ωω∃a ∈ D a 6≤∗ b} (unbonded number),

d(R) = ∩{κ ; ∃F ∈ [ωω]κ∀a ∈ ωω∃b ∈ F a ≤∗ b}, (dominating number).

上で定義される基数は ZFC 上でどのような関係が知られているか?

ZFCから ℵ1 ≤ b ≤ d ≤ c が示されていた.
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復習

復習 3 (Cichoń’s diagram)

3 6 9 11 12

5 8

1 2 4 7 10
≤

とくに, 4 = 5 ∩ 7 と 9 = 6 ∪ 8 が成立している.

語群� �
子. ℵ1, 丑. c, 寅. b, 卯. d, 辰. add(N ), 巳. cof(N ),

午. non(N ), 未. cov(N ), 申. add(M),酉. cof(M), 戌. non(M),亥. cov(M).� �

野呂秀貴 (静岡大学) 基数不変量 令和 6年 10月 14日 3 / 20



復習

復習 3 (Cichoń’s diagram)
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復習

復習 3 (Cichoń’s diagram)

cov(N ) non(M) cof(M) cof(N ) c

b d

ℵ1 add(N ) add(M) cov(M) non(N )
≤

とくに, add(M) = b ∩ cov(M) と cof(M) = non(M) ∪ d が成立している.

語群� �
子. ℵ1, 丑. c, 寅. b, 卯. d, 辰. add(N ), 巳. cof(N ),

午. non(N ), 未. cov(N ), 申. add(M),酉. cof(M), 戌. non(M),亥. cov(M).� �
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復習

定理 4 (Cichoń’s maximum [GKS19])

Cishoń’s diagram に現れる, (add(M) と cof(M) を除く) すべての基数を同時に異なる値に
強制出来る.

ℵ1
add(N ) cov(M) non(N )

b d

cov(N ) non(M) cof(N )
c
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復習

定理 5 ([GKMS21, Yam24])

次のように分離可能である.

ℵ1
add(N ) cov(M) non(N )

b d

cov(N ) non(M) cof(N )
c

m p h

e

v
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Relational System

定義 6

3つの集合 (関係) の組 R = (A,B,<) を relational system という.

d(R) = ∩{κ ; ∃B ∈ [B]κ∀a ∈ A∃b ∈ B a < b}, (dominating number),

b(R) = ∩{κ ; ∃A ∈ [A]κ∀b ∈ B∃a ∈ A a 6< b} (unbonded number).

2つの relational systems R = (A,B,<) と S = (X,Y,◁) に対して,
Tukey射 φ = (φ−, φ+) : R → S, Tuker order R �T S, とは

φ− : A → X,

φ+ : Y → B,

φ−(a) ◁ y =⇒ a < φ+(y)
for all a ∈ A and y ∈ Y .

a < φ+(y)

φ−(a) ◁ y

φ− φ+

さらに, このような Tukey射が存在するとき, 次が成立する.

b(R) ≥ b(S), d(R) ≤ d(S).

R �T S かつ S �T R であるとき, R と S は Tukey equivalent といい, R ∼=T S とかく.
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Localozation and Antilocalization

定義 7 (Slaloms)

函数 h : ω → ω + 1 \ 1 から定まる well-pruned ω-木 T =
∏

f と h : ω → ω + 1 \ 1 に対して,
relational systems を定める.

Localozation
Lc(T, h) = (

∏
f,S(T, h),∈∗)

Anti-localization
aLc(T, h) = (S(T, h), T, 63∞)

ここで集合と関係は次のように定められる.

S(T, h) =
∏
〈[f(n)]≤h(n) ;n ∈ ω〉.

x ∈∗ φ iff ∀∞n ∈ ω x(n) ∈ φ(n), x ∈∞ φ iff ∃∞n ∈ ω x(n) ∈ φ(n),
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Localozation and Antilocalization

定理 8 ([Bar84])

h ∈ ωω が発散するとき, Lc(<ωω, h) ∼=T N が成立する.

定理 9 ([CM23])

h ≥∗ 1 であるとき, aLc(<ωω, h) ∼=T Ed が成立する.
ここで, Ed = (ωω, ωω, 6=∗) である.
さらに, aLc(<ωω, h) ∼=T Ed �T CB である.

定理 10 ([CKM24])

b(Lc(f, h)), d(Lc(f, h)), b(aLc(f, h)), d(aLc(f, h)) をそれぞれ連続体個数 互いに異なる値と
なるモデルが存在する.
ここで, Lc(f, h) = Lc(

∏
f, h) である.

野呂秀貴 (静岡大学) 基数不変量 令和 6年 10月 14日 8 / 20



Localozation and Antilocalization

定理 8 ([Bar84])

h ∈ ωω が発散するとき, Lc(<ωω, h) ∼=T N が成立する.

定理 9 ([CM23])

h ≥∗ 1 であるとき, aLc(<ωω, h) ∼=T Ed が成立する.
ここで, Ed = (ωω, ωω, 6=∗) である.
さらに, aLc(<ωω, h) ∼=T Ed �T CB である.

定理 10 ([CKM24])

b(Lc(f, h)), d(Lc(f, h)), b(aLc(f, h)), d(aLc(f, h)) をそれぞれ連続体個数 互いに異なる値と
なるモデルが存在する.
ここで, Lc(f, h) = Lc(

∏
f, h) である.

野呂秀貴 (静岡大学) 基数不変量 令和 6年 10月 14日 8 / 20



Evasion and Prediction

定義 11 (Evasion and Prediction)

well-pruned ω-木 T と 函数 h : ω → ω + 1 \ 1 に対して, 次の集まりを考える.

Pr−T,h =

Π: dom(Π) → P(ω)
∀σ ∈ dom(Π) Π(σ) ∈ [succT (σ)]

≤h(|σ|)∧
dom(Π) = ∪{Lvn(T ) | n ∈ A}
for some infinite set A ∈ [ω]ω



さらに, x ∈ limT と Pr−T,h と k ∈ ω \ 1 に対して, 関係 ∈k:

x ∈k Π iff ∀∞n ∈ dom(Π)∃l ∈ AΠ rankAΠ\n,∈(l) ∈ k ∧ x(n+ l) ∈ Π(x|n+l)

を定義する. この関係により, 次の relational system と基数不変量が定義できる:

Prek,−T,h = 〈LimT,Pr−T,h,∈
k〉.

ek,−T,h = b(Prek,−T,h), vk,−T,h = d(Prek,−T,h).
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Evasion and Prediction

次のような派生形が考えられる.

PreT,h,
PrekT,h,

Pre−T,h,

これらの派生形はいずれも, 一般的な形に比べて比較的簡単である.

定理 12 ([Bar84],[Bla10])

T = <ωω のときは特に,

add(N ) = eT,h = bLcT,h,

cof(N ) = vT,h = dLcT,h
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Evasion and Prediction

事実 13

PreT,h �T Lc(T, h) が成立する.
特に, h = ω;n 7→ ω のとき, Lc(T, ω) ∼=T Pre(T, ω).

Proof.

Pre(T, h) �T Lc(T, h).
次のように, Tukey 射を定める:

φ− : T → T ;σ 7→ σ
φ+ : S(T, h) → Pr(T, h);π 7→ (Π: σ 7→ π(|σ|)).

Lc(T, ω) �T Pre(T, ω)
次のように, Tukey 射を定める:

φ− : T → T ;σ 7→ σ
φ+ : Pr(T, ω) → S(T, ω); Π 7→ (π : n 7→ ∪{π(σ) ;σ ∈ Tn}).
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事実 13

PreT,h �T Lc(T, h) が成立する.
特に, h = ω;n 7→ ω のとき, Lc(T, ω) ∼=T Pre(T, ω).

Proof.

Pre(T, h) �T Lc(T, h).
次のように, Tukey 射を定める:

φ− : T → T ;σ 7→ σ
φ+ : S(T, h) → Pr(T, h);π 7→ (Π: σ 7→ π(|σ|)).

Lc(T, ω) �T Pre(T, ω)
次のように, Tukey 射を定める:

φ− : T → T ;σ 7→ σ
φ+ : Pr(T, ω) → S(T, ω); Π 7→ (π : n 7→ ∪{π(σ) ;σ ∈ Tn}).
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事実 14

h ≤ h′ のとき, PreT,h′ �T PreT,h,

T ′ ⊂ T のとき, PreT ′,h �T PreT,h,

k ∈ k′ のとき, Prek
′

T,h �T PrekT,h
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定理 15 ([BS03])

T = <ω2, h = 1 のとき, 有限個の自然数 1 ∈ k0 ∈ k1 ∈ . . . kn−1 に対して, 基数 κi, i ∈ n と
CS-直積強制法 P が存在して次が成立する.

V [G] |= ∀i ∈ n v(ki) = v(ki−1 + 1) = κi.

定理 16 ([BS03])

T = <ω2, h = 1 のとき, ω-個の自然数 1 ∈ k0 ∈ k1 ∈ . . . に対して, 基数 κi, i ∈ ω と FS-反復
強制法 P が存在して次が成立する.

V [G] |= ∀i ∈ n e(ki) = κi.
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復習 17 ([GKMS21, Yam24])

ℵ1
add(N ) cov(M) non(N )

b d

cov(N ) non(M) cof(N )
c

m p h

e−ω,1

v−ω,1
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復習 18 ([GKMS21, Yam24])

ℵ1
add(N ) cov(M) non(N )

b d

cov(N ) non(M) cof(N )
c

m p h

e−ω,1

v−ω,1

vk2,1

ek2,1vk,−2,1

ek,−2,1
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定理 19 ([BS03, GKMS21, Yam24])

Cichoń’s maximum には次のように基数を任意有限個 追加できる.

ℵ1
add(N ) cov(M) non(N )

b d

cov(N ) non(M) cof(N )
c

ek2,1 ek
′

2,1

vk2,1vk
′

2,1

e−2,1

v−2,1

野呂秀貴 (静岡大学) 基数不変量 令和 6年 10月 14日 16 / 20



Evasion and Prediction

定理 20 ([GS93],[Kel08],[CKM24])

(クリチャー)強制法を用いることで, 連続体個数の函数 fξ, gξ ∈ ωω と基数 κξ が存在して,

V [G] |= dLcTξ,gξ
= vTξ,gξ = κξ.

where Tξ =
∏

fξ.
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問題
Localization と Prediction に関して:

T ⊊ <ωω のとき, Pre(T, h) �T Lc(T, h) が成立/成立しない 組合せはあるのか?
一方が固定された v(T, h) が連続体濃度個異なる組合わせはあるのか?

k 3 1 や local case (−) でも同じことが言えるのか.

Cichon’s maximum に関して:

Prek,−T,h を可算無限個/任意連続体濃度未満個 追加出来るのか.

変数を固定しても同じことが言えるのか.
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